
De nombreux systèmes stationnaires, tant physiques, chimiques que biologi-

ques, peuvent, sous l'effet de petites perturbations, évoluer d'une manière in-

attendue. Comment, dès lors, savoir si un système se trouvant dans un état

stationnaire "résistera" à une petite perturbation ?

Considérons un système décrit par les équations suivantes:

Ce système admet la solution stationnaire non nulle:

Mais cet état est-il stable ?

Pour étudier la stabilité d'un état, nous allons procéder de la manière sui-

vante. Nous écrirons:

avec

En substituant X et Y dans les équations du système par les expressions ci-

dessus et en négligeant tous les termes d'ordre supérieur en x et y, nous obte-

nons un système d'équations linéaires et homogènes. En éliminant x et y de

ces équations, nous obtenons une équation pour Ω, appelée équation de dis-

persion. Comme nous n'avons que deux inconnues, cette équation est du se-

cond ordre et sa forme explicite est:

dX
dt

 = A + X2Y - BX - X
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Le système considéré

dY
dt

 = BX - X2Y

X0  = A

Y0 = B
A

L'état stationnaire 

est-il stable ?

X = X0 + x eΩt

Y = Y0 + y eΩt

x
X0

 << 1    et    
y

Y0
 << 1

Ω2
 + (A2 - B + 1)Ω + A2 = 0L'équation de dispersion



La stabilité d'un état est associée au signe des parties réelles des racines de

l'équation de dispersion. Si la partie réelle de chaque solution est négative,

l'état sera stable. Pour le système que nous avons considéré, la partie réelle

d'une des racines devient positive quand:

   B > 1 + A2

Ce système présente donc une instabilité. Pour les valeurs de B supérieures à

la valeur critique, le système présente des oscillations caractérisées par un

cycle limite: l'état stationnaire est donc instable et la même trajectoire pério-

dique est obtenue à partir de différentes conditions initiales

Fig. Si on perturbe un peu l'état stationnaire S, le système décrit alors dans

l'espace X, Y, une trajectoire périodique. Le système tend vers la même tra-

jectoire quelle que soit la position initiale (X0;Y0): nous avons affaire à un

cycle limite.

Les participants qui le souhaiteront recevront un listing complet et documen-

té de la résolution de ce problème à l'aide de Mathematica. Il sera en outre

possible de copier le fichier correspondant.
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