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Continuité et monotonie
Bernard Vuilleumier*

Pour le sens commun, la continuité entraîne la monotonie. Si vous
parlez à vos élèves d’une fonction f(x) continue en x=a et en x=b ainsi que
de x=a à x=b, ils croiront certainement qu’il est alors possible de trouver,
pour a ou pour b ou pour n’importe quelle valeur de x située entre a et b, un
intervalle suffisamment petit pour que, entre a et a+ , ou entre b et b- , ou
entre x et x ± , f(x) ne fasse que l’une des deux choses suivantes: croître
constamment ou décroître constamment. Cette intuition est très tenace. Les
plus grands s’y sont d’ailleurs laissés prendre : Cauchy (1789 -1857) n’a-t-il
pas cru presque toute sa vie qu’une fonction continue était nécessairement
différentiable!

En 1834, Bolzano, dans sa Théorie des fonctions, sépare le concept
de continuité de celui de dérivabilité. Quarante ans avant Weierstrass, il
construit une fonction d’une variable réelle, continue sur un intervalle fermé,
qui n’a de dérivée en aucun point de cet intervalle. Cette fonction est définie
comme limite d’une suite de fonctions {fn(x)}. Ces fonctions sont représen-

tées chacune par une ligne polygonale construite à partir de la première fonc-
tion f0(x) à l’aide d’une opération fondamentale. Cette opération permet de

construire fn à partir de fn-1 de la manière suivante : soit f0(x) donnée par le
segment PQ. Soit M le point milieu de PQ. Subdivisons les segments PM et
MQ en quatre parts égales pour obtenir les points P1, P2, P3, et Q1, Q2, Q3.

Soit P3' le symétrique de P3 par rapport à l’horizontale passant par M, et Q3'

le symétrique de Q3 par rapport à l’horizontale passant par Q. La ligne brisée

PP3'MQ3'Q constitue f1(x).

Fig. 1 : La fonction de Bolzano est la limite d’une suite de fonctions {f0(x), f1(x), f2(x), ...}.
Elle est continue mais différentiable nulle part. De gauche à droite: f1(x), f2(x) et f3(x) .

* Je remercie ma collègue Janie Bugnion qui m’a donné l’idée de cette lettre
et qui m’a fourni des informations utiles pour préparer les travaux pratiques.
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Les élèves considèrent
souvent les fonctions
continues comme néces-
sairement différentiables

On peut bien sûr leur
dire que ce n'est pas le
cas, mais il est certaine-
ment plus profitable de
leur faire construire une
fonction continue sur un
intervalle et différen-
tiable nulle part
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Travaux pratiques
1. Exprimer littéralement les coordonnées des sommets de la ligne polygona-
le obtenue lorsqu’on applique l’opération fondamentale au segment donné
par les points de coordonnées (a, A) et (b, B). 

2. Appliquer l’opération fondamentale au segment défini par les points (0, 0)
et (1, 1). Donner les coordonnées des points obtenus et dessiner la ligne poly-
gonale qui les relie. Combien de sommets cette ligne comporte-t-elle ?

3. En appliquant n fois l'opération fondamentale, on obtient la nième ligne
polygonale. Etablir une relation donnant le nombre de sommets de la nième

ligne en fonction du nombre de sommets de la (n -1)ème ligne. 

4. Trouver l’expression permettant d’obtenir directement le nombre de som-
mets de la nième ligne (sans connaître le nombre de sommets de la (n -1)ème).

5. Définir une fonction récurrente permettant d’appliquer un nombre arbitrai-
re de fois l’opération fondamentale.

6. Construire une expression permettant de visualiser la nième fonction de la
suite {fn(x)}.
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